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散化をして導くこともできる [25，26， 27](Appendix A.l)。このようにして初期条件判的に対
して軌道x(t)を進む確率は
P[xlx(O)] ~ exp ~ -~. {r dtb:i; +マU]2+土(rdtV2U(x(t)) 1 (6) l 4，ん 2，ん j
という形で与えられる。この経蕗積分はStratonovich形式[19]である。逆軌道x(t)= x(アーの
が実現する確率は、 x(t)がもとのLangevin方程式に従っている事から x(t)は、






ここで、 U'は空間 Zの微分。U/δx=マUを表す。たとえば一様外力がある場合にはU'→ 
U' -f(t)と置き換えて、経路に依存した散逸
制 =β{dtxf(t) (9) 
が得られる。ここで、企[xlx(O)]の意味は外部パラメータについても時間反転の処理をすると
いうことでPの頭iこも Aがついている。つまり逆軌道の運動方程式において/的 =f(r -t) 
となっていることに注意する。
ところで、 Langevin方程式から明らかなようにx(t)の運動はと(t)によって決定できる [28，
29， 30Jo つまりある粒子の軌道 x(t) はある揺らぎの履壁 ~(t) の発生確率と関係付けられる。
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= ) ~F[x]Pf(X(ァ))P[xlx(ァ)]会:;Pf(z(ァ))的Ix(ァ)] 
一乞F[x]pf(x(r))的 i仲 )]e-βsF+βAUe-d批判t)(U'(x(t)ーf(t)
















F[x] = d(tσt -S[x]) (12) 
この時、
F[x] = d(tσt + S[x]) 
だから、前節の経路確率関係式から直ちに、





F[x] = 1 (15) 
とする。すると、
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R(t -s) 8(x(t))¥ 
81(s)ノf=O
-L(ε小川(均的))寸
81(s) ，- -，-" ~l.} (=0 
-β(x(s)土(t)。













γ土=-VU(x(t)，α(t) + 1(t) +ご(t) (22) 
なるものを考察する。パラメータ0:，1をあわせて入と書くことにする。このゆらぐ系での熱
のやり取りを















Q仏ωh砧k= 'Y 10' dt似州仰土針仰(収附t
また系にされた作用量として、
[T J.L¥δ争(x(t)，λ(t) [T _11'δ 
W = J(¥dtλ(t) δ入 = L dtλ(t) :， lnん (x(t)ヲ入(t) (26)  . ，/ aA ./(¥δ入
を定義しよう。
非平衡定常状態における Jarzynski等式のようなゆらぎの定理式として、 W とQhkに対し
て次の恒等式が知られている。
(e-W) = 1 












γx = '"'(vー β-].否Z+ご(t) (29) 
の形になる。定常状態の場合、こちらの方程式に注自したほうがわかりやすいことがある。経
路確率もこの表現をすると、
P[xlx(O)] rv exp ~ -~ (T dtbx一切十p-ZW12-ifaV17u-β-lV叫 (30) L 4'"'( Jo _. l I T J 2'"'( Jo _._. l I J J  
となる。以上の準錆から、経路確率関係、式は、








E[x] =βQtot +ム争 (32) 
とすれば、定常状態揺らぎ、の定理PF(+E)=♂PR(-E)が導出できる。このムゅはシステム
のエントロビー変化と関係する [32]0Integral Fluctuation Theorem(IFT)は









R(t -s) = 一一'~~ ) ~4) 8fP(s)} jP=o 
ß.~"rδU. . ，1 
= :: (x(t) 1，土(s)+ :~~ (x(s)) I}o (35) 2，¥ -. -/L，-" -/ . 8x¥.-¥. -/ / J








J = ，v; -，kBTR( +0) + ，C(O) (40) 
ここでJ(t)= (x(t)δU(x(O))jδめとし、 J=-(土(t)θU(x(t))jδ'x)は初めの定常状態における
単位時間あたりの散逸を表す。この式は非平鑑定常状慈での揺動散逸定理に関孫して Harada-












s=桝 =-kBf物問的，t) (41) 





生=-divJ = ~\7 [-F(い(t)+ kBT¥7] p 8t 'y 
簡単のため、白 =1としよう。
(42) 
S 一字)戸時)ーデ)x~x(t) i; 
δ'tV¥ pyJ -F1.3¥ 一-=-J 十， _ A I 
p / X=X(t) .1 P / X=X(t) 
一一割戸時)+仰0川
ここで、第一項は分布が変化したことによるエントロピ一変色で、第二項はOnsagerによる熱
力学的力7V(X，t)=γJ(x， t)/p(x， t) = F(x，入)-T¥7p(x， t)によって系に為されたエネノレギー
韮uxにあたる。第三項はコロイド粒子に直接作用している力Fによる仕事で、もとのLanvegin
方程式と比較すると、
F(x(t)，入(t))dx(t) = (γ£ーと)dx(t) (44) 
とみられる。これは、システムから溶媒に流れた熱を表していると考えて、溶媒が得たエント
ロピ一変化Smと見なすことができょう。
TSm = F(x(t)雪入(t)土(t) (45) 
このシステムのエントロピ一変北sと溶媒で、のエントロビー変化Smをあわせて、単一軌道中
の全系のエントロビー変化主ot(t)= s(t) +ら(t)を定義できる。熱力学第二法員IJの制約から
ぬot= (Stot) ~ 0を満たして欲しい。これは実際に平均を計算することによって示すことが出
来る。規格化の条件からJdx8tp(x， t) = 0に注意して、
Stot (γβν(x(t)，λ(t)土(t)
一 / ω 山 (t紡酬吟削似仰))以抑榊)(財(伶土




つぎに Jarzynski等式型の桓等式を示そう。これがメインのIntegralFluctuation Theorem 
と呼ばれるものである。今まで見てきたように、 Langevin系の時陪発展において、
ご[xlx(O)~ = e +JOT dtsm ( 4 7)
P[xlx(O)] 
であるから、
































(xα=Fα(x) +ごα(t) (50) 
なる系に対して、物理量A(t)= A付制)について FND公式は、ごがガウシアンノイズであれ
ば(白色である必要はない)
(A(t)ゲ(t') rt α 1¥ rs 1_ ¥¥ I JAピ(t)]= I d8(CO!(t')ゲ(8))(一τ一)J -\~ ¥ -n. ¥ -" ¥ dミペ8)
2DαβO(t -t')RAfβ(t -t') 
= {~向付-t')， (t 




となる。ただし、記α(t)♂(ず)}= 2Dα，β8(t-tうとした。ここで応答関数R(t)がR(tく 0)= 0 
である事を用いて、 F皆設関数8(t)を排した。ただし、ここで、パーの意味は、言(0)= 1/2とな
ることを意味する。普通のO(t)はよくわからないので定義域から外しておく事にする。
以下では、 t=lずだけを問題にし、 f→ t土0において上手く接続される事を期待する。ま
た添え字についてはアインシュタインの規約に従うとする。
この公式をLangevin方程式に使うと、
γ(A(t)xα(t') =.(A(t)~α (t')) + 2DαβRAfβ(t -t') (52) 
が得られる。この式は、非平衡定常状態はもちろん、過渡的な時開発展にも成立する等式であ
る。少し書き換えると FDTと比較できる形になる。
(A(t)~α〈め}+ (A'(t')~a' (t) 
2 
ー-DαβRAfβ(t -t') -Da'βRA'fβ(t'ーの
(A(t)xα(t') + (A'(t')xαI (t) +，' " '" 2 
一一DαβRAfβ(t-t') + Da'βRA'fβ(t' -t) 
(A(t)xα(t')一(A'(t')土αI(t) +，' " '" 2 
(53) 













(xα (t)~α (t')) = ([γ£α(t')ーとα(ど)Jxα(t) (57) 
になるので、特にず =tでは揺らぎのエネルギー論におけるシステムから熱浴に向かう排熱
dQ/dtを表す。なので、 f→t-Oを考え、 R(-O)= 0を使い、相関関数や熱が上手く定義で
きるとし、 Foureirの定理
にご -iwt'il¥ f(t +勺f(t-0) -~-e ωtj(ω)= (58) 
を考慮すると、
dQ 27=7(♂(t)xα(t) -DαβR炉 fβ(+0)















〈♂ =Fα({x})+ごα(t) (64) 
ノイズの強度は、一般的に
くとα(t)cβ(t')= 2Dα，sd(t -t') 
とする。但し、白色ガウシアンである。
この時Fokker-Planck方程式は、
δ1 a rー Dαβδ1_ 





τ I __."" Dαβδ¥ 







2 p = 叫的州Z吋x)P伊附P
1儒関数のブ一リヱ槙数も{偶寓関数。逆もまた然り。








n(t) = no + n1 (t) (69) 
f Ddθ1 
= 一一'_~ I-Fα 十一一一一 (70)(8xαL ~ I <; δzβj 




:..p = n(t)p 
δt 
δ 
nop' + n1(t)九件:-p' δt 
持 P'(t) =九+10' dse'O('叫) (72) 
ここで初期待刻を t=むとし、そのとき非摂動定常分布九にあったとした。摂動が入った時
の任意の物理量は、線形の範圏で以下のようになる。
附 ) = 州 0+ J dx吋10'dsAいゐ似州叫(x問
一 州 }o+[主ン〉dゐ州S
一州}o+[州s). J dx J dx' A(x) (é~(X)(t-S)的 -x'判精ゲ)
-叫0十fゐF(s). (A(x， t)B(x， s))o (73) 
ここで





















一仁 O δzα (77) 
っ ， ， ?? ??
記寵効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析
確率流の定義から、




= ((D-1)Ctβ(1/β_(-lFβ) (79) 
を得る。ここで、烏所確率流れとして vs= Jβ/九を定義した。一方、外力fβ に共役な変数
d を用意して (75)のLFPの一般的性質
1'1_ ， 1 8 r _ D刊 δ1， 1'1 
LFP(xP九) = 一一一トF'+一一寸I(〆九)C δzγL - ， ( 8xo J 
1 8 r Q __ Dγd _~ Q _ Dγd Q8艮1
= 一一一 l-xsFγ十一ー が，β九十一-d--4jC δzマL--
， 
(- -v' (-8xd J 
1 8 r Q ___ D，d _~ Q _ 1 
一一一一 |-CJP÷--SM九!C δ'X' L ~ --
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(A(t)Bα(8)) = ((D-1)αβ [ (A(t)土β)一(A(t)νβ(8))J 
















Dαβ = (kBT8αβ (85) 
(86) C土α=Fα(x)+ごα(t)
対応する確率流れνの式は、定常分布関数九s三 exp(一手)として、




1δφ C土α=ゲ -β-1石~+ ca(t) 
になるので、 Sekimoto流の熱の定義から、排熱を正とすると、





























，. f∞ dw.-::. 





丹 1 f∞ dw~ ， ， r-:. ， _-=_， ，1 


















(Ci(t)) = 0 






ri，j(t) =βMi，j(t) (100) 








































鳩山t)=さえかかa~il}(九 ， 7n ;山九州山) (106) 
とノイズ (8もochasticたる源)に対して完全に畏関した形に書けるだろう。これに対して Ci(t)
を書けて平均を取ることを考えると以下の公式を得る。








×ドム(71)+ Cil (7dl X ・・ x[tf九(7n)+とら(アη)] (108) 
従って変分に関して次の関係式が成立すると考えられる。
6主(t) 8色(t)
6む(s) 8ε/j(s) (109) 
これに対して ε→ Oの極複を考えれば摂動による線形の応答関数を得る。従って、
必i(t)
Ri，j(t -s) = (一一一)
J ¥ - -I ¥ 8cj ( s)





























み = i ι 咋 tωi，j(バ桝U;戸+刊ri，j引M4ωi，j(tバ点州例吟叫) (113) 
となる。ここでR(tく 0)= 0とrを偶関数拡張して速度相関関数の時間反転対称性を使った。
これにフーリエ変換を行うと、
Jλ j に芸[ドト阿阿討M州π吋5引(品，jぷ刈刈j〆μ州(μω吋)附U守:汚弓÷ ι九ω，jぷ点刈バ山州(いω同吋)陥ι，jぷ点刈〆μ州(μω叫)ト一2減広恥，jぷ点バμ(い仇ω











1 r∞ dw.::. .. r~. _ _.:=. ， .1 



































性 cdt-s)=C4J(s-t) を課した。そのようなら仰を C~的と記し非対称部分 C!;(t) が
あったとしよう。その場合
































































y(t) mvoH(t) +馴 (t)+ Y加かいすが)
H(t) =ζ-1 1 
ms2十sf(s)+ mω2 
χ(t) 一 1 -m;.，;21' dt' H(t') 
ま t'

















冗(t) = l'H例 (142) 
8(t) ニ ρω (143) 




、 、 ， ， ，
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σw(t) = ([W(t)一(W(t))2) 
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? ?? ?? (150) 











が成り立つ。これより、 8(t)→ tjmw2+ 0(1)となるであろう司このことはあとで 8teady
8tate Fluctuation Theorem (88FT)を証明する時に必要になる。
単位
以下では
m = 1 
(153) 
(154) 





φ(W， t， c(.))dWVc (155) 









W(t; ro) = _w2包 Ivo冗(t)十YoIχ(t)dt + Y(t) + I冗(t-t')と(t')dt'l (158) 
L JO JO J 
だ、から、




仰)= ! dfω叫E恥op(訓 側ぽ叫p{一→t仇伽伽ωh加uωdωw2附
r h2 必内 f言 rt _ . _ .. _ . . ~ . . ) 









Ptrial = eーをい宮+ν)2ーをω2印+1)2 (163) 
を採用しよう。 v=民l=Oとすれば定常分布はカノニカル分布と一致し、 ν=O，l = l(u)と
すると定常分布になる。すると、
h2 A .， rt _ rt 
lnψ(h，t;v，l) = 一一ω4U~ I ds I ds'冗(s)冗(s')f(s-s') 2 . Jo -Jo 
1.2 1.2 / rt ¥2 
ヤー4u21i(t)2ーラω2U2¥Jo X(t)dt) 
-ihω2uY(t) + ihw2ul(t -8(t)) + ihw2uv1i(t) (164) 
となる。一方、このとき分散σw(t)は以下の式で書き換えられる。
付 (t) = u吋t吋=dsr冗(s)冗削s-s') 






Y(t) = u1i仲 (167) 
以上から、
h2 r .， .，司 rt_ • _ ， ，1 
ln凶吋ψ(伊却h，t;ξ伊U州，
-一イ-イi仇h[トωJ山2U2州













勾 (t)ト= 一Z京互ψ仲(伊仇仰州h九M亨， t弐ω;
一日-2匂吋主的(t (171) 



















ず = -U2W41T d制吋包叩










Steady state FT 




よう。この時、 ψ(h，t; 0， l(u))を使う。ただしl(u)<∞は仮定している。この初期分和の意味
で、上付添え字を Sとして書く。
fT -1.L''I.L'¥ ， 1_.2.2 W _u2ω2冗(T)-u2w4 Idt'8(ず)+~u ω T2 +ω2l(T -w28(T)) (177) Jo -，-/ . 2 
I'T 
σら -2u2ω4I dt'8(ず)+u2ω2T2 (178) 
JO 
つまり、
月(+W)-JJ冗(T)-U2W4 JoT dt'8(t') +れ2w2T2+ω2l(T -w28(T)) 
=2W T (179) P~(-W) -... _2u2w4 J:dt'8(ず)+u2w2T2 
ここでT→∞において、































点であるc これを調べるにはある時刻 tにおける封。)=払v(t)= v， W(t) = Wとなる確率









運動方程式の制約からノイズと自由度 Z の関の確率に次の等式が成立する [28Jo







r( -t) = r(t) (190) 
よってこの定義域でのrの逆襲数Gを




P哨附な凱削{ω)= 低仰叶P{一~J dtJ 或仰州F匂qG(
になる。 Jacobianについては










































×イ[lr印(t'ゲ十ドυ川卜い山，-8'刈一づイ叶めf守〉山F一1，T r印吋(tゲ十υ川'卜いμ勺1刈一→イ-8')めFうκ的W削叫山8'めM榊Fう)d8凶w叶斗ゐs']十←，]←l卜ト=斗o (伊2捌制G∞O的) 
を使って、






























x(t) + I r(t -s)土(s)ds+ ~!l~ (x(t)， .¥(t) =ご(t) (206) Jo δz 
を満たす。逆軌道の定義は
rt δU 






rT δ，2U 1_1-'.¥ '1....¥¥ ( r J.LL. dx(t+ 0)¥ nJizj=-L a夜(刷，λ(t)
¥ 
= -J dt ln 

















F)F(X(・)Iri) - D (ームH ムーW)
PR(X(・)Irf) - (212) 
が得られる。もちろん調和ポテンシヤルの平行移動入(t)=ぱもこれに含まれる。中間の経路
について積分を行えばDFTと等価である。
またri= (Xi， Vi)やrf= (xf，Vf)がそれぞれの初期状態でカノニカノレ分布していたとする
と、!頃軌道、逆軌道の初期値の分布は
Pi(r) = eβ(Fi-H(r，入(0)))
































? ァ (221) 
である。 3次方程式の授の性質は判別式
α2b2 b3 α3匂 αbco C3 
Q=一一一+一十一一一一一+一 (222) 108 . 27' 27 6' 4 













































q 一 一一一一一一2 . 3 
入 = 手(μAト一B) 



















COS α- (236) 
を定義しておくと、








。 ， ， ?? ????
言E撞効果をもっ非平衡確率過謹での揺らぎの解析
(iJ(t) → O (240) 
σy(∞) 
kBT 
(241) 一 mw2 
σ。(∞)
kBT 
(242) 一 m 
(W(t)) → umw2lt + 0(1) (243) 
σw(∞) 一 2uω 2lt + 0(1) (244) 
となっていることがわかる [52，53]0グヲーン関数H(t)や、その不定積分の関数の振る舞い













メータはm= 1，"，/ = 1，ω= 2.0，7 = 2.0とした。ここで、 H(t)は本文中と同じ、グリーン
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図 3:Ornstein-Uhlenbeck型の場合の仕事率の変化の例。パラメータはm= 1， kBT = 1" = 
















































ァ→ +0 (245) 
の撞限を考える事になる。 Langevin方程式は













ここから種々の量を直接計算する。たとえばVO= yo = 0の場合について、
(W(t)) = ，の_，2U2十，u2eサ (γωhdt+三ゴs凶 dt) (2印)¥ I -------. 2d -----J 
σw(t) = 2，u2 I冗(t)2dt
JO 
2γu2t十u2(1-e一世)-竺，2U2十 74U2 ，竺乙(1-e一村)4 I - I 4( ，2 _ 4) 2 -4 
(249) 



















I e一きま 1_ 'y ¥l 
Wv，l(t) = -u(包 - v) 1一一-t"(dcoshdt +よ釘hdt)I - d ¥2 -----J  
刊 lr，-e-ft (γcoshdt + 三二~sinhdt) 1 l' ¥ I -------. 2d --------J 1 
+が(t) ロ55)
σw(t) = 2，u2t一(，2_ 1)包2




w8 (t)jt = ，U2 (257) 
となる事が直接わかる。
以上、平均の仕事と分散を計算して TFTや 88FTの性質を調べたのが図 5と6である。
一一心aveW CC)はカノニカノレ分布を初期分布とした持の仕事の平均値W であり、 aveW(8)は定常
一__8分布を初期分帯とした時の仕事の平均値W であり、 sigWはその分散値σwである。横軸は


















O 9 却 ???? 鉛 80 
図 6: 白色ノイズ、のマルコフ極援の場合での TFTと、 88FTの漸近の様子の例。縦軸は
In[P(+W)jP(-W)]jW、横軸時間で、 1の僅をとるとそれが成立している事を示す。パラ



















えx(t) = x(T -t) 



















































間ら (0< tmくT)から仕事が開始される場合、言い換えると入=0 (0くtくら)の場合に
は、平均される物理量exp(一βムW)は時刻tm< tくTの間で平均操作が行われれば良いよ
うに見える。外部操作のない第二種揺動散逸定理を満たすGeneralized-Lanvegin方程式


















3tot 3m + 3 
ap(x，λ，t)¥j(x，λ， t) ¥ i+j£(t) 
p(x，λt) ) x(t) ， Dp(x，λ， t)ん(t) (269) 
(270) =今 e-Stot 1 
これによって、





しかし、今線形のu= ~k(x- λ(t))2 に対してだけであるが、亘感的に Sekimo七o の熱を拡
張した
(271) 
Q(t) = ( I dsr(t -s)x(s)ーご(t)， x(t)
¥JO ノ
とs= -lnpを用いて(匂 =1としよう)、経路確率関係式から




























p(ro→r1; t)Pcan(rO) = P(tT1→εro; t)Pcan(εrd (277) 
が成立することかを謂べる。この詳細釣り合い型の式がどこまで成立するのか考えてみよう。
非マルコフ過程のダイナミクスでも、ポテンシヤノレが線形の場合、
与(X(・)Iri) -.，ー {ムH ムーm
PR(x(.)lr，) ~ (278) 
が成立する事がわかったo 途中の経路の過程について平均操作を施すことによって、仕事をし
ない場合において、
























というテント関数を半分に切った物を用意したo T→ Gでr(吟→ 2-yc5(のになる。平均0、分
散 1の正競分布で発生する白色ガウシアンノイズ、(ごwhite(t)C"white(ず))= c5(t)の場合には
J J2-y* (0::; t三T)




rt δU(x，λ(t) mx + Jo dsf(tー がい)+ δz =50) 















































-τx + c--::-x 十 x=OdF' ~~ ， ~ dt (293) 
? ， ， ????
言E震効果をもっ非平衛権率過程での揺らぎの解析
の解はグリーン関数





x(t) = ( 1-I dsH(s)) Xo十H(t)vo (295) 
¥ JO ノ
である。 c=lの場合に減衰にかかる時間はおよそ2.0。また振動の周期はおよそ4π/v3 "-J 7.2 
である。
粒子ダイナミクスの離散化は次のようにした。 K三ア/白。ここで時間揺はdtとする。
Xi十 = Xi + Pidt (296) 
I i-l 0 ¥ 
P削 = Pi -( 0.5r(0)pけ2:r( idt -jdt)pj + 乞 0.5r(idt-jdt)pj ) dt 
¥ j=i-K>O j=i-K三o I 





g[剖=山 (298) P(-w) 
を満たすことを数値的に実験操作を繰り返して、データをとって調べるc ここでP(ω)dwは、









I 1 1_2 





1 て-..N 1 
一、 一-一一nOl = N L....ti=l …Z~ (302) 
1/V12N 
とすればよし件。これは中心極限定理を利用したものである。この [0ヲ1]の籍型から生成させ









ようだ)。ァ=ω-1= 1，dt = 0.01の場合の粒子位霞Zの長時間平均の統計分布は図 11の通り











0.1ト J ¥ 
-6 ・4
a 圭








Wi = L[U(X肝入j+1)-U(Xj+ll Aj)] (303) 
参考として、ァ=0.1とァ=1.0の場合のX(t)とW(t)の時間変化の様子の一例を示しておく 0





















今、ァ =ω-1= 1となっている。 100万個サンプノレした。フィッティングの関数は平均0、分
散 2の正規分布。
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x = f(x) + g(x)ご(t) (304) 
の遷移確率を経路積分表示しよう [27，26， 25]0ノイズは簡単のため白色ガウシアンノイズで
あるとする。
(ご(t)c(t'))= 2S8(t -t') (305) 
時間短ε=ムtで離教化する。
















生止と =L(fr(九)+ g'(九)ご)竺註三+g(九)εacn 2'-¥J ¥.vnj I :J ¥，"nj."n δふ
g (Xn)ε 





δ(ご0，. . . ，とN-d
日 1ー が1'(ふ)+ g'仇)Ci)
日 g(Xi)E
/N-l ¥ 
土 {-n-_1'ρさーf:L:~l (t' (xd+g' (Xi)とi)
εN ¥日g(Xi)J ~ (312) 
Onsager-Macklup斧用のほうは、白色ガウシアンノイズの生成確率が







P帥 o)Dx 針山山位叫p{一去訂ldSゐ (~土つiずfJ3rrm;??門Z吟勺)ワr 一i Lfかtン}dゐS州 + ダ州川川(伊糾械制Z吟収梢〉光涼と訂(いs
一 DXexP{-訂イfY-ifペ削+gF(Jf)
となる。 f呈し、











18U 1δT 12kBT x=一一一一一一十1/二三二ご(t)γδx 2，δx . v ， 
摩擦係数γは簡単のため定数としよう。先ほどの対応でみると、
s = 1/2 
1δU(x(t)，α(t)) 1 aT(x(t)，χ(t) 


























である。時刻Oから 7 までの時開発展で考えると、公式 (315)、(317)より、
P([xJlxo) fT J_n.:.. f f 
¥L-Jl-V/ = I ds2xー で - I dsx~ 
P(同 Ixo) ん g~ Jo 9 
fT J_ 1 δU(x，α〉ムー や一一 1 ーしーん ¥NVT(x，χ) δz 山一 μT (323) 
となる。ここで Aは時間反転を表し、 x(t)= x(r -t)あるいはふ =XN-iまた、外部ノミラメー
タ操作についても入制→入(r~ t)である。初期分布Piと終分布Pfが与えられれば、それぞ
れの時の局所シャノンエントロピ-Si= -lnpi、S勾f=一ln印p卸f (つまり(←一ln叩p必)=一Jdxpln 
であるo )を用いて、経路確率関係式或いはCrooksのFluctuationTheoremは、任意の経路
に依存する物理量F[x]について






(T _ ___ _ . 1 IδTδT¥ 











(ei f d制収(吟)=eーさJdt f dt'M(t一向ψ(t)ψ(め
を満たすような持のことを言う。この時には、
(ご(t) = 0 
(ご(t)と(t') = M(t -t') 
である。そうすると、高次の相関関数も 2次の棺関関数に全て分離する事ができて、








(とめと(む)•• . C(t2n-1)) =乞(倒的))(と(t1).• . ~(ti)" ι( t2n -1) ) (331 ) 
i=1 
が成立する。この定常ガウシアンノイズによって駆動される任意の物理量A(t)が
朴 Cω∞S詰七÷ 2訂1>窃向th1 Lかd或山t
と展関される時にiは土、 α(t1，. . . ，tη〉がすべての時間変数に対して対称であるから、積分のダ
ミー変数を書き換えて、
(μ州附州Aκ却州刷刷(t糾械吟併似)c矧ご訂(附 = 2 ηn 1:叩
rt J_'r/JJ¥r/_¥¥/<5'A(t例吟) 






























m(ゐ -sx(O) -x(O) + t (sx-x(O)片山2X=斜 (338) 
になる。ここで、判的 =xo、針。)= Voは初期位置と初期速度である。解は
的)=立(s)(mvo + (ms + I'(伸。十去り)
となって、グリーン関数H(t)は
(339) 




今 1-mサtarH作成) (341) 
などから、














(s-σ。)(sー σt}(sー σ2) (345) 
を分解して逆Laplace変換を行うと計算が楽である。特に、 1つの実援と 2つの複素技を持つ
場合には、 σ。=p，σ1.2= q土仏と書くと
( s +q . d-q λI 




C1 = 2q -p-d 
ァ-1(2q_ p) _ q2一入2
(347) 









e-qt cos λt 
(349) 
(350) 







8(t) = l dt'1l(t') 一
-qe-pt ÷C2e-qzsin(入t+α)
???? ?
-Clpeーが -c2qe-qt si吋λt+α)+ C2入e-qt∞s(入t+α)
1 (♂ c?e-qt ，_ " 1 一一{ニe-pt+ :2"-1 ¥2 (入∞s(λt+α)+ qsin(入t+α))~ ω2 l p - I q2 +八 j
t 'Y. Cl -nt 
~一ーで十一τ:-e r-
W~ w.， p~ 
C2e-qt 
2" ((q2 +入2)sin(入t+α)+ 2qλcos(入t+α))
(q2十入)








C223" {(q3 -3q入2)sinα+ (3q2入ー λ3)COSα}
(q2 +入2)
/>_o-qt 








2pq + q2 +λ2 
p十2q
h JL(λ∞sα+ q sino:) P q2十八島 / 
Cl十 C2 2"( (q2 -A 2) sinα+2q入cosα)
























(ms2 + sI'(s) + mw2) II = 1 
=今 fk=1-mS2-md互
s s 














? ? ? ?
???????












H(t) = h1t + h2t2 + h3t3 +・・ (366) 
を代入して両辺を比較する。これによって、
、 、 ， ，
?
?????? ? 、??? ???










































SF[や](t) dc(t) ム一一一 (375) 
d4>(t') dゆ(t')
つまり、 Jacobianは次に等しい。





Gm部 s(t， t')= ~ (1ーバイ))B(t -t') 
になる。つまり DF舗 sGm鰯 (t，t') = d(t -t')。この時行列式の誰質から
f _ _____ dF¥ 
J det(Dras) det ( 1 -Gma随一 i¥6ゆ/
det(DrasS)e Tr ln( 1 _Cmass誇)
i よ:.， 1 _ I ~____ðF\m) 
det(DrasS)切{一、-一Tr(Gm部 S~;:-J.) > 





6F[φ(t)i ¥ =60-tr)-i 
5φ(t') δ争/φ=φめ
となる。よって、行列dF[φ]/d4>は対角成分のみをもち、









T旨fc 一一一 1 =0‘ for m > 1.¥6争)
である。以上より、 Dflassに対する Jacobianは、






c(1) (t，ピ)= O(t -t') (383) 
である。また、これは
(G(1)? = I dsG(t， s)C(s， t')= (t -t')O(t-t') 、 (384)
JO 
の性質をもっ。同様にして、 (G(1))m(t，t') =誌が_t')m一切-めとなる。 Fに対して
は時間的に局所的であることを仮定すると、
(d)m ， = O. for m > 2.6φ 
従って、 m=lのトレースだけ残る。これを次に評倍しよう。
f _1;¥ ðF\~δF 
苛 (G(1) ~.L: ¥ =γOt:-t:1dt:長f--¥φ/ 合，-.，-"，"δゆ
一削{必





J = det(D~l))εーさ JOT dt努 (387) 






Dffo=δ1; + 1 dsr(t -s)θ18 (389) 
JO 





DttoC = f(t) (390) 
はLaplace変換
????? ?? ??
??? ? ? ?
? ?????? ???? (391) 
より、
f (s) c = initial condition dependent + 
S2 + Sr(S) 
となるので、グリーン関数は
(392) 
CMO(t， t') 一 fρd必抗t"内町"吃F吃c-1
ぺ一→
1[民云豆寸](tトいμ一イイtず附F
一的-t')C-1 [市](t -t') (393) 
だろう。逆Laplace変換は
rC村∞ ι
f(t) =ι-1[f](トム∞おestj(s) (394) 
である。 C>Oは実数で、s>cで、fが正員IJになるようにとる。一般的にr(t)r-.J t-~ は f(s) r-.J s~-1 
になる。前の議論から Jacobianにはグリーン関数の対角成分が重要になるので、逆Laplace変
換においてt→十O近接の性賓を謂べると良い。今は非積分関数はある♂が存在して、 c>♂
では任意の Cについて積分は閉じ答えを与える。今、記櫨関数Eの性賓として、 tく 2を仮定
しよう。この時、 t→ +0において C→∞を考えると、積分は Sの実部の大きいところが効
いてくる。なのでLaplace変換の部分は rvS-2と近似できて、 r(t)→ t@ t →十Oが期待で
きるだろう。つまり、慣性が効く場合には、グリーン関数の対角成分がゼロになり、 Jacobian
において、
u(GMofzl)m=Oラ町三 1 (395) 
千追って、
J = det (辱+[叫一り (396) 
となって、 φやFによらず、 rの関数形にのみ依存することがわかる。慣性が効かないような
場合にはこうはならない。またDff∞で考察する必要があるだろう。




CMO(t) rv制 (t-~lt3 +..) 
¥ {) T I 
(397) 
(398) 
。 ， ， ???? ?
記櫨効果をもっ葬平衡確率過程での揺らぎの解析
になる。また、 Eがtのべき関数の時には特殊関数Mittag-Leffer関数が関係してくることが
知られている [57]。公式としてα>0，β> O，k E NU{O}のとき
f~∞ω山叫叫(印土封7
β(ωpα 干7竹)k+l1 (399) 
がある。 Ea，s(z)がその特殊関数で、定義は
山 )=Ezz今 (400) 
ここで"rz はガンマ関数JoOOdxxz-1e-xのこと。もし、記憧関数が
r(t) =αt-H (401) 
だとすると、 Laplace変換して
I'(s) =αr l_USH-1 (402) 
になるから
1 r 1 1 tE2_H，2(-a't2-U) (Uく 2)
G(t) =乙-i |={(403) lS2十αIsU J 1 a，-ltt-1 Eト2，U(_a'-ltU-2) (2くの
ただし a'=αr1一言。そうして、 t→O近傍ではそれぞれ、 tI，tU-1で減衰してゼロになる。
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